Aufgabenblatt 3

1. Gegeben sei die Sprache £ = {w € {a,b}*| w enthilt gleich viele a‘s wie

b‘s}

Wie lautet das Pumping Lemma ? Was sollte man zeigen, falls man
das Pumping Lemma wiederlegen will.

Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas, dass L nicht regulér ist.

Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas, dass die Sprache £’ =
{aP|p Primzahl} nicht regular ist.

Sei nun eine Sprache £” = {a, aab, aaab} ist diese regulér, falls ja
geben Sie einen endlichen Automaten an, der diese Sprache akzep-
tiert. Kann man mit dem Pumping Lemma zeigen, dass die Sprache
regulér ist?

2. Gegeben sei die folgende Grammatik: G = (V, A, S,1II)
V:={S,A,M,D}, A:={a,b,c},
Im:={
S — AMD|M
A — AAla
D — DD|d
M — bMe|A

}
(a)

Geben Sie die erzeugte Sprache an.

Hinweis: Bitte je nach Wunsch der Gruppen rechnen, da die Auf-
gaben (ab b) Teil) erst nichste Woche drankommen werden.

Wandeln Sie die gegebene kontextfreie Grammatik G in eine dquivalente
kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform um, indem sie
jeden Schritt durch eine neue Grammatik beschreiben.

Geben Sie zwei verschiedene kontextfreie Ableitung des Wortes aabbcedd
aus der Sprache £(G) an.

Geben Sie den Syntaxbaum oder wenn moéglich Syntaxbédume in der
Teilaufgabe c¢) gegebenen Sprache an. Wie nennt man es, wenn
man ein Wort aus der Sprache mit verschiedenen Syntaxbaumen
beschreiben kann?



3. Die allgemeiner Kellerautomat (PDA) ist ein Tupel M := (A, K, Q, 4, qo, S),
wobei
e A das Eingabealphabet
e K das Kelleralphabet
@ die endliche Menge der Zusténde
e 0: A x Qx K — P.(Qx K*), wobei P, die Potenzmenge ist.

S das unterste Kellerzeichen

Gegeben sei der folgende Kellerautomat M := ({a, b}, {4, B, S}, {40, ¢1, 92,93}, 9, 90, S)

g (b7QOaS) = (quBS)
(b,q0, B) — (g0, BB)
(a,90,B)  —  (q1,B)
(@.q1,B)  —  (q2,B)
(aquaB) = (QOaA )
(a7 q0, A) = (qQa A)
(bv(J2vB) = (Q33B)
(b, g3, B) = (g2,)
()‘7(]235) = (Q2’)‘)

Welche Sprache L akzeptiert der Kellerautomat M?

4. Gegeben sei die Sprache £(G) = {0?" : n > 1}. Zeigen Sie durch das
Pumping-Lemma, dass die Sprache nicht kontextfrei ist. (Eventuell kann
man zuerst die Tutanten fragen, zu welchem Typ von Chomsky diese
Sprache gehort.)

5. Geben Sie fiir die Sprache £ = {a™b"c™ : m,n > 0} die Chomsky-
Normalform und den dazugehérigen Automaten formal an.



Losungen

1.

(a)

(d)

Das Pumping Lemma:

Sei M ein deterministischer endlicher Akzeptor mit n Zustdnden und
das Wort w € £(M) mit |w| > n sei beliebig. Dann existiert eine
Zerlegung fiir w mit w = afy wobei :

i B# A
i. |af] <n
iii. aB*y C L(M), d. h. af’y € L miti >0

gelten.

Falls man das Pumping Lemma wiederlegen will, mufl man bei einem
beliebigen (frei wiahlbaren) Wort zeigen, dass jede mogliche Zer-
legung von w eine der drei Bedingungen nicht erfillt.

z. 7z L regular <= Es existiert ein deterministischer endlicher
Akzeptor mit n Zustdnden.

Ann.: Es gibt kein solches n € N | also es gibt keinen deterministis-
chen endlichen Akzeptor

Dann ist ein Wort zu finden, fiir das es keine mogliche Zerlegung gibt,
so dass (i), (ii) und (iii) gelten.

1. Versuch:

Wiéhle das Wort (ab)™ aus L. Sei nun die Zerlegung von w mit 3
aus gleich vielen a‘s wie b‘s, aber mindestens aus ab besteht, wegen
(i). Sei (ii) auch erfiillt. Dann ist (iii) auch erfiillt, da die Anzahl der
a‘s un b‘s in ary gleich sind, da sie in 8 und w = af7y ja auch gleich
sind. Da sich die Anzahl der a‘s und b‘s in 8 nur vervielfach aber
immer noch gleich bleiben ist auch (iii) erfiillt. Also ist eine mogliche
Zerlegung gefunden, d. h. man muf} ein anders Wort wéhlen.

2. Versuch:

Wihle das Wort a™b™ aus £. Dann liegt o ganz in den a‘s wegen
(ii) aber es besteht aus mindestens aus einem a wegen (i). Also sollte
dann a"*b" in £ liegen. Tut es aber nicht. Das ist ein Wiederspruch
zur Annahme. Also folgt das £ nicht regulér ist.

Gleiche Annahme wie in b). Wéahle das Wort w = aa dann ist § €
{a,aa}, da wegen (i) ist 8 nicht A\ und wegen (ii) ist |af] < n = 2.
Falls 3 = a ist, dann sollte wegen (iii) a3y = a’*! € L sein, aber
falls i+1 eine ungerade Primzahl ist, funktioniert es mit i+2 schon
nicht mehr, da diese durch zwei teilbar ist. Falls 8 = aa ist, sollte
aBiy = a®>** € L sein, da ist es noch offensichtlicher, dass nur bei
1 =1 die Zahl 2 * i eine Primzahl ist. Also ist £’ nicht regular.

Follgender endlicher Automat akzeptiert £:




Nein, da man mit dem Pumping Lemma nur zeigen kann, dass eine
Sprache nicht regulér ist.

2. (a) Die Sprache £(G) = {a™b"c"d? : m,p > 1;n > 0} U {b"c" : n > 0}
(b) Wir gehen in 3 Schritten vor und konstruieren zu G &quivalente
Grammatiken G, = (V;, A, S,1L)) (i = 1,2,3), die der Normalform

immer ndher kommen

o Jedes Terminalzeichen a€ A wird durch ein Nichtterminalzeichen
A ersetzt und in den Produktionsmenge II in der Form A —
a hinzugefiigt. Die neue Grammatik sieht folgendermafien aus:
gl = (Vl,.A,S,Hl)

Vi :={S,A,M,D}, A:={a,b,c},
H1 = {

S — AMD|M

A — AAla

D — DD|d

M — BMC|A

B—b

C—c

}

e Die neue Grammatik ist A-frei, d.h. die Produktionsmenge neben
der eventuellen A-Regel S — A nur Regeln der Form

X—-YZ (X,)Y,ZeV)
X—a(XeV,acA
besitzt.
Wir erhalten hiermit G, aus G1, indem alle Produktion wie M —
A an allen Produktionen, in denen rechts M abgeleitet wurde,
wie S — AMD|M oder M — BMC|A, die neue Ableitungen
hinzukommen: also hier wird A durch das Ersetzen des Nichtter-
minals M an die Ableitung vom Startzeichen S verschoben und
die neue Ableitungen hinzugefiigt, wo M wieder durch A (Leeres
Zeichen) ersetzt wurde.
Go = V2, A, S,11,)
Vo :={S,A,B,C,M,D}, A:={a,b,c},
H2 = {
S — AMD|AD|M|X
A— Adla
D — DD|d
M — BMC|BC
B—b
C—c
}

e In diesem Schritt werden die Ableitungen, die rechts nur eine
oder mehr als zwei Variablen erzeugen, durch einen Trick er-
setzt, bei dem die einzelnen Variablen durch alle ihre Ableitun-
gen ersetzt werden und fir die Ableitungen mit mehr als zwei
Variablen ein neues Nichterminal eingefiihrt wird, was uns die
Chomsky-Normalform gewihrleistet. Gs sieht dann so aus:



gS = (V37A,83H3)

Vs :={S,A,B,C,M,D, X, Y}, A:={a,b,c},
H3 I:{

S — AX|AD|BY|BC|\
X —>MD

A — AAla

D — DDJ|d

M — BY|BC

Y - MC

B—b

C—c

}

(¢) Die erste mogliche kontextfrei Ableitung: S = AX = AAX =
AAMD = AABYD = AABY DD = AAY DD = AAbYdd =
AADMCdd = AAVBCCdd = AAbLCCdd =* aabbcedd

Die zweite mogliche Ableitung: S = AX = AMD = AAMD =
AAMDD = AABY DD =* aaBY DD =* aabY dd = aabMCdd =
aabBCCdd = aabbCCdd =* aabbcedd

Der dazugehorige Syntaxbaum ist nicht mehrdeutig, deshalb gibt es
nicht mehrere Syntaxbaume. Der Syntaxbaum sieht folgendermafien

/\
I\

AVAVANNN
//\

B/ \C

C d

3. L= {b"aab’"|n > 0,n € N}



4. Annahme: £(G) sei kontextfrei = dann gibt es nach Pumping-Lemma ein
p € N, sodass sich alle Worter z € £ mit |z| > p zerlegen lassen. Wihle p
passend gemif Pumpinglemma. O.B.d.A. p > 3. Betrachte z = 0*". Nach
Pumping-Lemma gibt es Zerlegung z = wvwzy mit den Eigenschaften von
Pumping-Lemma. Es gilt dann:

o |vx| > 1: sei ve = 0™ fir m > 1

o |vwzx| < n: |lvwz| < p, alsom < p

Esist also zg = uvowxoy = 02"—™, Weiter gilt wegenp > 3und1 <m <p
gilt m < 2P~1 und daher

2P~ < 2P —m < 2P

= z9 ¢ £, Widerspruch

5. Die dazugehérige CNF: G = (V, A, S, 1I)
V:={S5A,B,C,X, Y}, A:={a, c}
IT:={

S — AX|BY |a|X
X — BY

Y — XCle

A — Adla
B—b

C—c

}

Der zugehorige Kellerautomat M := ({a, b, c}, {B, S}, {q0, 1, 42,93}, 9, o, S)

6: (a,q0,8)  —  (q0,9)
(bvq()vs) = (Q17BS)
(Aaq()»S) = (q )
(baqlaB) = (q17BB)
(c;q1,B) = (g2, M)
(¢:q2,B) = (g2, M)
(Aqu»S) = (q27>‘)



