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Organisatorisches

Email: muenchdavid@gmail.com
https://www.stud.uni-karlsruhe.de/~uhbro/

Tutorium 13: Mittwochs 8:00 Uhr - Raum -107
Tutorium 15: Mittwochs 9:45 Uhr - Raum -107

Ubungsblattabgabe Donnerstag.
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Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?
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Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?

o Beweise fiir N"P-Vollstindigkeit verstehen und selbst
durchfiihren konnen.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 5

Gegeben sei ein Graph G = (V,E) mit V :={1,...,n} und

E C {{u,v} | u,v € V,u # v}. Weiter seien ¢ : E — RT eine
Langenfunktion auf den Kanten des Graphen sowie s € V' ein
ausgewiesener Start- und ¢t € V ein ausgewiesener Zielknoten. Ein
Pfad von s nach ¢ ist eine Folge von Kanten

p = {il, ig}, {iQ, ig}, cey {ik,Q, Z'kfl}, {ikfl, Zk} mit {ij, ij+1} eEFE
und 71 = s sowie i}, = t.

Die Lange des Pfades sei definiert als die Summe der Langen aller
Kanten auf dem Pfad. Betrachten Sie die Menge der Pfade, die
von s nach ¢ fiihren, und formulieren Sie ein naheliegendes
Optimierungsproblem.

Formulieren Sie ein zu |hrem Optimierungsproblem geh&rendes
Entscheidungsproblem.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 5

Optimierungsproblem:
Finde einen Pfad von s nach ¢t mit minimaler Lange.

Entscheidungsproblem:
Gibt es einen Pfad von s nach t der Lange < k
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 6

Seien Ly die Sprache der ungeraden Zahlen in Dezimaldarstellung
iber ¥; = {0,...,9} und Lo die Sprache der Warter gerader
Lange iiber ¥y = {a, b}. Zeigen Sie, dass L; polynomial in Lo
transformiert werden kann (L; o< Lg).

Hinweis: Sie mussen die DTM, die die Transformation berechnet,
nicht explizit angeben, sondern lediglich kurz in Worten
beschreiben, wie sie arbeitet, und begriinden, warum ihre Laufzeit
polynomial ist.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 6

Definition: polynomiale Transformation

Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; C X7 in eine
Sprache Ly C Y ist eine Funktion f : X7 — X35 mit den
Eigenschaften:

@ es existiert eine polynomial deterministische

Turing-Maschine, die f berechnet

@ fiir alle x € 37 gilt: x € L1 & f(x) € Lo
Wir schreiben dann L; o< Ly (L ist polynomial transformierbar in
Lg).
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Aufgabe 6

Wir definieren uns eine Funktion f : X7 — 33

aa, wenn z ungerade ist
flz) =
a, sonst

Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass f von einer
deterministischen Turing-Maschine berechnet werden kann. Eine
solche DTM erhilt als Eingabe eine Dezimalzahl. Zunachst 16scht
sie alle Zeichen der Eingabe bis auf das Letzte. Wenn das letzte
Zeichen der Eingabe ungerade ist, schreibt unsere TM aa, sonst a.
Die Laufzeit unserer DTM ist in O(z). Somit ist sie auf jeden Fall
polynomial beschrankt.
Sei nun z € 37. Dann ist
f(2) € Ly & f(2) = aa & z ist ungerade < z € L. Somit ist f
eine polynomiale Transformation von L in Ls.
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Ubungsblatt 6

Das Entscheidungsproblem PRIMES? besteht darin, zu entschei-
den, ob es sich bei einer gegebenen natiirlichen Zahl p > 1 um
eine Primzahl handelt. Eine Probleminstanz von PRIMES wird al-
so durch eine natiirliche Zahl kodiert. Fiir b € N bezeichne s; das
Kodierungsschema, welches Zahlen zur Basis b darstellt.

“Erst 2002 konnte gezeigt werden, dass PRIMES in P liegt.

Aufgabe 7

Zeigen Sie, dass die Kodierungsschemata s, und sy fiir a,b > 1
beziiglich PRIMES &aquivalent sind.

David Miinch Tut Nr. 7 — Ub6, N P-Vollstindigkeit 10 ‘



Themen
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 7

Sei I eine Instanz von PRIMES, d.h. I € N, I > 1. Da wir kein
Vorzeichen benétigen, gilt |sq ()| = |log, I| + 1 und analog
|sp(I)| = [logy I| + 1. Damit gilt:

In7 InTl InbInTl
= S el <
|5a( )’ LlogaIJ+1 L J 1—1na+1 lnblna
Inbd Inb Inb
= -l logy 1+1 < 1 ([logy T +1)+1 = 1o |s(DI+1 = pa(lsu(D))

mit p,(x) = 11;1230—{—1

Analog haben wir: py(z) := 11‘:1‘;1’ + 1.
Damit haben wir gezeigt, dass es Polynome p, und p; gibt mit
[sa(I)| < pallsp(L)]) und |sp(I)] < pp(|sa(L)]) fiir alle Instanzen I
von PRIMES. Also sind s, und s; dquivalent.
Tut Nr. 7 — Ub6, N P-Vollstindigkeit 11
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 8

Betrachten Sie L := L[PRIMES, s;]. Ein naiver Algorithmus fiir
PRIMES kénnte alle Zahlen 2,3, ..., n — 1 darauf hin tberpriifen,
ob sie die gegebene Zahl p teilen. Beschreiben Sie kurz in Worten
die Arbeitsweise einer deterministischen Turing-Maschine, die
diesen Algorithmus implementiert und damit L; entscheidet.
Geben Sie die Laufzeit lhrer Turing-Maschine asymptotisch an. Ist
Ly in P? Begriinden Sie gegebenenfalls, warum L in P ist.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 8

Die Eingabe der DTM ist eine Folge von n Einsen.

(1) Initialisiere den Teilerkandidaten:

Gehe zum Ende der Eingabe und schreibe $1. — O(n)

(2) Inkrementiere den Teilerkandidaten um Eins:

Gehe zum Ende des Teilerkandidaten und schreibe eine 1. — O(n)
(3) Abbruchkriterium:

Uberpriife ob die Linge des Teilerkandidaten der Linge der
Eingabe entspricht. Falls ja, dann halte in akzeptierendem Zustand:
Dazu werden die Einsen der Eingabe und dem Teilerkandidaten
abwechselnd mit * iiberschrieben. Falls die Eingabe noch Einsen
enthalt, iiberschreibe auch die restlichen Einsen jeweils mit x,
ansonsten halte in akzeptierendem Zustand. — O(n?)

weil n Symbole der Eingabe iiberschrieben und der Kopf der TM
fiir jedes Symbol max. 2n 4+ 2 Schritte auf dem Band machen

muss. Es wurden alle Einsen auf dem Band mit * iiberschrieben.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 8

(4) Dividiere die Eingabe durch den aktuellen Teiler

Solange die Eingabe noch * enthilt, ersetze fiir jeden * des Teilers
einen x der Eingabe wieder durch eine Eins. Falls der
Teilerkandidat keinen * mehr enthilt, die Eingabe aber noch einen
* enthalt, Uberschreibe die Einsen des Teilers wieder mit * und
iberschreibe weiter fiir jeden * des Teilerkandidaten einen * der
Elngabe mit einer Eins. Falls die Division aufgeht (Divisor und
Divident haben keine * mehr), halte in nichtakzeptierendem
Endzustand, weil Teiler gefunden. — O(n? + n)

(5) Weiter mit (2)

(2)-(5) liegt in O(n?) und wird n mal ausgefiihrt. — O(n?).
= Ly € P, weil es eine DTM mit polynomial beschrnktem
Aufwand gibt.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 9

Betrachten Sie die Sprache L, := L[PRIMES, s19]¢ der
zusammengesetzten Zahlen in Dezimaldarstellung. Beschreiben Sie
grob in Worten die Arbeitsweise einer nichtdeterministischen
Turing-Maschine, die L{, entscheidet. Ein Unterprogramm fiir die
Division von Dezimalzahlen mit polynomieller Laufzeit sei gegeben
und kann von lhrer Turing-Maschine aufgerufen werden. Ist L, in
NP? Begriinden Sie gegebenenfalls, warum L, in NP ist.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 9

Programm unserer NTM:

Orakel schreibt z auf das Band. Wir miissen iiberpriifen ob
z€{2,...,p—1}:

z eine Folge iiber {0,...,9} und nicht langer als Eingabe und
weder 1 noch p ist.— O(n?)

Falls z nicht unseren Anforderungen entspricht, halt unsere TM in
einem nichtakzeptierenden Zustand.

Andernfalls ruft unsere TM ein Unterprogramm (z.B. Aufgabe 8,
polynomial beschrankt!) auf, um zu iiberpriifen ob z|p. Falls dies
der Fall ist, dann halt die TM in einem akzeptierennden, sont
nichtakzeptierenden Zustand.

— O(n?)

Somit ist L§, € N'P
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N P-Vollstindigkeit

Definition: NP-vollstandig

Eine Sprache L heiBt NP-vollsténdig, falls gilt:
® LcNPund
@® firalle L' e NP gilt: L' < L
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N P-Vollstindigkeit

Definition: NP-vollstandig
Eine Sprache L heiBt N P-vollstandig, falls gilt:

® LcNPund
@® firalle L' e NP gilt: L' < L

Definition: polynomiale Transformation

Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; C X7 in eine
Sprache Ly C X5 ist eine Funktion f : X7 — X3 mit den
Eigenschaften:

@ es existiert eine polynomial deterministische
Turing-Maschine, die f berechnet

@® fiir alle x € 37 gilt: x € L1 & f(x) € L2
Wir schreiben dann Ly oc Ly (L; ist polynomial transformierbar in
Ly).
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N P-Vollstindigkeit

Problem DOUBLE-SAT:
Gegeben: Eine Menge U = {u1,...,un} von booleschen Varia-
blen, eine Menge C' von Klauseln iiber U.

Frage: Existieren zwei verschiedene Wahrheitsbelegungen von U,
sodass C' erfiillt wird, d.h., dass alle Klauseln aus C den Wahr-
heitswert wahr annehmen?
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N P-Vollstindigkeit

Problem DOUBLE-SAT:
Gegeben: Eine Menge U = {u1,...,un} von booleschen Varia-
blen, eine Menge C' von Klauseln iiber U.

Frage: Existieren zwei verschiedene Wahrheitsbelegungen von U,
sodass C' erfiillt wird, d.h., dass alle Klauseln aus C den Wahr-
heitswert wahr annehmen?

Aufgabe

Zeige, dass das Problem DOUBLE-SAT N P-vollstindig ist.
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Problem HAMILTONIAN CIRCUIT:

Gegeben: Ein Graph G = (V, E)

Frage: Existiert ein einfacher Kreis in G, der alle Knoten in
V' enthilt, also eine Folge (v1,...,v,) von paarweise verschie-
denen Knoten v; € V(i = 1,...,n) mit n = |V| und
{vj,vjiz1, {vn, i € E(j=1,...,n—1)}?

Hinweis: HAMILTONIAN CIRCUIT ist N'P-vollstindig.
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Auftakt Lernziele Themen

N P-Vollstindigkeit

Problem HAMILTONIAN CIRCUIT:

Gegeben: Ein Graph G = (V, E)

Frage: Existiert ein einfacher Kreis in G, der alle Knoten in
V' enthilt, also eine Folge (v1,...,v,) von paarweise verschie-
denen Knoten v; € V(i = 1,...,n) mit n = |V| und
{vj,vjiz1, {vn, i € E(j=1,...,n—1)}?

Hinweis: HAMILTONIAN CIRCUIT ist N'P-vollstindig.

Problem RURAL POSTMAN:

Gegeben: Ein Graph G = (V, E), Teilmenge E’ C E und Parame-
ter K e N

Frage: Existiert ein (nicht notwendigerweise einfacher) Kreis der
Linge hochstens K in G, der alle Kanten aus E’ enthilt, also
eine Folge (v1,...,v) mit v; € V(i = 1,...,1),l <= K und
E' C {{’Uj,UjJrl li=1,...,0 =1} U{{v,v1}} C E?

Hinweis: Der Graph G ist nicht notwendigerweise schleifenfrei, d.h.
er kann auch Kanten {v, v} enthalten.
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Aufgabe

Zeige, dass das Problem RURAL POSTMAN N P-vollstandig ist.
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Abspann

Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
o N'P-Vollstandigkeit
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Noch Fragen?
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Vorschau
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Vorschau

e Tasse nicht vergessen!!!
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Bis zum nachsten Mal

ScHen WIEDER 1IN
BER BADEHANNE
ENGESCHLAREN ¢
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