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Organisatorisches

Email: muenchdavid@gmail.com
https://www.stud.uni-karlsruhe.de/~uhbro/

Tutorium 13: Mittwochs 8:00 Uhr - Raum -107
Tutorium 15: Mittwochs 9:45 Uhr - Raum -107

Ubungsblattabgabe Donnerstag.

David Miinch Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 3 ‘



Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?
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Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?

e Kellerautomaten verstehen und konstruieren kénnen
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Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?

e Kellerautomaten verstehen und konstruieren kénnen

e Algorithmus fiir Greibach Normalform anwenden kdnnen
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 6

@ Zeige mithilfe des Pumping-Lemmas, dass die Sprache
Ly = {0°1727+93% | i > 0, > 0} nicht kontextfrei ist.

® Zeige mithilfe von Ogden’s Lemma, dass die Sprache
Ly ={w € {a,b,c}" : Jwla = [wlp = |wlc}
nicht kontextfrei ist, wobei |w|, fir die Haufigkeit des
Buchstabens z im Wort w bezeichne.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 6

@ Wir nehmen an L sei kontextfrei. Dann gibt es ein n € N mit
der Eigenschaft, dass jedes Wort w mit |w| > n eine
Zerlegung w = wvwzxy besitzt mit [vxz| > 1 und Jvwz| < n, so
dass uv'wa'y € Ly fiir alle i > 0. Zu n € N betrachten wir
das Wort w,, = 0"2"3". Sei w,, = uvwzy eine beliebige
Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften. Nach Wahl
der Zerlegung und w,, kdnnen nur zwei Fille auftreten:
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 6

@ Wir nehmen an L sei kontextfrei. Dann gibt es ein n € N mit
der Eigenschaft, dass jedes Wort w mit |w| > n eine
Zerlegung w = wvwzxy besitzt mit [vxz| > 1 und Jvwz| < n, so
dass uv'wa'y € Ly fiir alle i > 0. Zu n € N betrachten wir
das Wort w,, = 0"2"3". Sei w,, = uvwzy eine beliebige
Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften. Nach Wahl
der Zerlegung und w,, kdnnen nur zwei Fille auftreten:

Fall 1:
vwzx enthilt nur Nullen, Zweien oder Dreien. Falls vwz nur Nullen
oder nur Dreien enthilt, gilt uv’wzy = 02”37 und entweder
i <nund j =n oderi=mn und j < n, da vx mindestens eine
Null oder Drei enthilt. Also uv®wz% ¢ L. Falls vwx nur Zweien
enthalt, so gilt uvowxoy = 0"2i3™ mit i < n, da vz mindestens
eine Zwei enthilt. Und auch dann ist uvwa%y ¢ L.
Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 6 |
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 6

Fall 2:

vwz enthalt nur Nullen und Zweien (aber je mindestens eine) oder
nur Zweien und Dreien (aber je mindestens eine). Falls vwz nur
Nullen und Zweien enthilt, so gilt uvwaly = 0°273" mit i < n
oder j < n, da vz mindestens eine Null oder eine Zwei enthilt und
somit uv®wx’y ¢ Ly. Die Argumentation ist analog, wenn vwzx
nur Zweien und Dreien enthilt.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 6

Fall 2:

vwz enthalt nur Nullen und Zweien (aber je mindestens eine) oder
nur Zweien und Dreien (aber je mindestens eine). Falls vwz nur
Nullen und Zweien enthilt, so gilt uvwaly = 0°273" mit i < n
oder j < n, da vz mindestens eine Null oder eine Zwei enthilt und
somit uv’wzy ¢ L;. Die Argumentation ist analog, wenn vwax
nur Zweien und Dreien enthilt.

Beide Fille fiihren in einen Widerspruch zum Pumping Lemma.
Also ist L nicht kontextfrei.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 6

® Wir nehmen an Ly sei kontextfrei. Zu n € N betrachten wir
das Wort w,, = "1™+ 1"t € Ly und markieren in diesem
Wort die n + 1 bs. Sei nun w,, = uvwzxy eine Zerlegung mit
der Eigenschaft, dass von den n markierten Zeichen
mindestens eines zu vx gehort und héchstens n zu vwzx. Nach
Wahl! der markierten Buchstaben in w,, enthilt vwx entweder
nur as oder bs oder nur bs oder ¢s, da vwx ansonsten n + 1
markierte Zeichen enthalten wiirde. Wir nehmen o0.B.d.A. an,
vwz enthalte nur as und bs. Damit gilt uwvwaly = a’b/ !
mit 2 < n + 1 oder j < n + 1, da vz mindestens ein a oder
ein b enthilt, und somit uv w2y ¢ Lo. Also erfiillt Lo
Ogden’s Lemma nicht, was im Widerspruch zur Annahme
steht. Loy ist also nicht kontextfrei.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 7

Zeige oder widerlege, dass die kontextfreien Sprachen unter
Spiegelung abgeschlossen sind. Die Spiegelung einer Sprache
entsteht durch Spiegelung aller Worter der Sprache, d.h. die
Spiegelsprache L¥ ist gegeben durch L = {w! | w € L}.
w! = wy, - - - w; bezeichne dabei das Spiegelwort von

w=w - Wg.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 7

Die kontextfreien Grammatiken sind unter Spiegelung
abgeschlossen. Sei G = (V, X, S, R) eine kontextfreie Grammatik.
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, R®) fiir die
Spiegelsprache ldsst sich konstruieren, indem man fiir jede Regel
A — (3 aus R eine gespiegelte Regel A — 3% zu R hinzunimmt.
Begriindung: Zu zeigen ist L(G)® = L(G'): Wir zeigen zunichst
die folgende Beobachtung per Induktion iiber k: Sei

Ri,Ro, ..., Ry eine Folge von Regeln einer Ableitung S = o mit
a € (VUX)* mit R; € R. Dann ist RE, RE ... RE eine Folge
von Regeln einer Ableitung S — o't mit Rf € RE.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 7

Fiir £ = 1 ist die Behauptung offensichtlich nach Konstruktion von
RE richtig.

Sei Ri, Ro, ..., Ry eine Folge von Regeln einer Ableitung S = x
mit x € (V UX)*. Dann gibt es eine Zerlegung x = a3y mit
a,B,v€ (VUE)* und R; € R mit S = ady ™ apy mit

Ry : A — . Nach Induktionsannahme liefern die Regeln

RE ... R£1 die Ableitung S = (aAv)f = 4R Aa®. Wegen

R,Ij : 8 — [ liefert die Anwendung von R,? auf v Ao dann die
Ableitung S = ~RpEaR = (afy)R.

Sei w also aus L(G), dann gibt es eine Ableitung von w' iiber der
Regelmenge R, also L(G)® C L(G®). Wegen der Dualitit
(GR)E =G und (L) = L gilt obige Induktion auch fiir die
gespiegelte Grammatik, woraus die Umkehrung analog folgt.
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Auftakt Lernziele Themen
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 8

Sei G=(V,%,S,R) mit V={A,B,C,D,E} und ¥ = {a, b} die
durch folgende Regelmenge gegebene Grammatik:

S — AB|AC|DD
A — a

B — b

C — SB|SC

D — AF|EB|E
E — DA|DB

@ Enthilt die Grammatik nutzlose Symbole? Wenn ja, welche?

@® Ist die von der Grammatik erzeugte Sprache endlich?

Begriinde Deine Antwort.
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 8

@ Berechne zunichst erzeugende Variablen: A, B, S, C.
Berechne anschliessend niitzliche Variablen ausgehend von den
erzeugenden Variablen: Hier sind alle erzeugenden Variablen
auch niitzlich. Nutzlose Variablen sind also D, E. (Nitzliche
Variablen konnen z.B. durch Tiefensuche mit Wurzel S aus
dem durch die erzeugenden Variablen und erzeugenden Regeln
induzierten Abhangigkeitsgraphen ermittelt werden. Dieser
Graph enthélt als Knoten die erzeugenden Variablen und
gerichtete Kanten (A, B), wenn es eine Regel mit linker Seite
A und rechter Seite r gibt, so dass r die Variable B und
ansonsten nur erzeugende Variablen und Terminale enthilt.)
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Ubungsblatt 12

® Betrachte Abhangigkeitsgraphen der durch die niitzlichen
Variablen und Regeln induziert wird (Dieser Graph enthilt als
Knoten die niitzlichen Variablen und gerichtete Kanten
(A, B), wenn es eine Regel mit linker Seite A und rechter
Seite r gibt, so dass r die Variable B und ansonsten nur
niitzliche Variablen und Terminale enthélt.). Dieser enthilt
zwei Zyklen S — C' — S und C' — C'. Da die Zyklen nicht
ausschliesslich durch Kettenregeln induziert werden, ist die
von der Grammatik erzeugte Sprache unendlich.
Wir geben zusatzlich noch eine Konstruktion zum Aufpumpen
eines Wortes an. Da C niitzlich ist, kommt es in einer
Ableitung S = w mit w € ¥* vor. Ausserdem gelten
C 5 abC und C' 5 abb. Damit sind alle Voraussetzungen
zum Pumpen gemass Pumping Lemma erfiillt und wir kdnnen
mit dieser Konstruktion beliebig lange Worter erzeugen.
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Greibach-Normalform
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Greibach-Normalform

Definition: Greibach-Normalform

Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibach-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln von der Form

A—aamitAeV,aeXundaecV*

sind.
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Greibach-Normalform

Uberfiihrung in Greibach-Normalform

Die Herstellung der Greibach Normalform geschieht nun so, dass
wir zundchst von einer kontextfreien Grammatik in Chomsky
Normalform ausgehen.

Die vorkommenden Variablen werden durchnummeriert, sagen wir
Aq, ..., Apn. Das erste Ziel ist es nun, die Regeln so zu modifizieren,
dass fiir jede Regel der Form A; — Aja gilt @ < j. Dies wird durch
das folgende Programm erreicht:
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Greibach-Normalform

Algorithm 1 GNF
input : Regelmenge von kfG in CNF
output: Regelmenge von kfG mit 4; — Aja wobei ¢ < j
for i :=1 to mdo
for j .= 1 to /-1 do
forall A; — Aja do
Seien A; — f31]...|Bn alle Aj-Regeln
Fiige hinzu: A; — [1a]...|Bha
Streiche: A; — A o
end

end

if es gibt Regeln der Form A; — A;a then
Wende die Umformung in der Voriiberlegung an, wobei eine

neue Variable B; eingefiihrt wird.

end
end
David Miinch Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 18 ‘
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Greibach-Normalform

Uberfiihrung in Greibach-Normalform

Nun gilt fiir alle Regeln der Form A; — Ao, dass ¢ < j. Ferner ist
die Beobachtung wichtig, dass jetzt alle A,,-Regeln auf der
rechten Seite mit einem Terminalzeichen beginnen. Indem wir bei
Ap,—1 beginend, von hinten nach vorne, entsprechende
Ersetzungen durchfiihren, konnen wir erreichen, dass alle
A;-Regeln auf der rechten Seite mit einem Terminalzeichen
beginnen. Dies fiihrt der folgende Algorithmus aus.
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Greibach-Normalform

Algorithm 2 GNF’
input : Regelmenge von kfG mit A; — Ao wobei i < j
output: Regelmenge von kfG in fast GNF
for i .= m-1 downto I do
forall A; — Aja miti < j do
Seien A; — f1]...|Bn alle Aj-Regeln
Fiige hinzu: A; — (1a]...|Bha
Streiche: A; — Ao
end
end

David Miinch Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 20 ‘



Themen
000000e00

Greibach-Normalform

Uberfiihrung in Greibach-Normalform

Nun sind alle A;-Regeln in Greibach Normalform. Lediglich die im
ersten Algorithmus evt. eingefiihrten neuen Regeln fiir die
B;-Variablen sind noch nicht in der richtigen Form. Angenommen
B; — Aja ist eine solche Regel. Seien A; — (31]...| 5y alle
Aj-Regeln, welche ja bereits in GNF sind. Wir ersetzen nun die
Regel B; — Aja einfach durch B; — f1af...|Bxc und erhalten so
schliesslich eine dquivalente Grammatik in Greibach Normalform.
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Greibach-Normalform

Beispiel 1

Uberfiihre die Grammatik G = (V,%, A1, R) mit
V = {A]_,AQ,Ag},E = {0, 1} und R = {

A — A4,
Ay — Asdy,
Ay — 1,
A3 — A4,
Ag — 0}

in Greibach-Normalform.
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Greibach-Normalform

Aufgabe 1

Themen

00000000e

Gegeben sei die Grammatik G = (V, X, S, R) mit
V =(A,B,C,S), ¥ ={a,b} und Regelmenge R = {

S

A
B
C

A

AB | AC,
a,

b,

SB}

in Chomsky-Normalform. Uberfiihre G in eine dquivalente
Grammatik in Greibach-Normalform.
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Kellerautomat
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Auftakt Lernziele Themen

Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge
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Auftakt Lernziele Themen

Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge

e 3 endliches Eingabealphabet
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Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge

e 3 endliches Eingabealphabet
e I endliches STACK-Alphabet
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Auftakt Lernziele Themen Abspann

000000000
Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge

e 3 endliches Eingabealphabet
e I endliches STACK-Alphabet
® go € @ Anfangszustand
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Auftakt Lernziele

Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge

e 3 endliches Eingabealphabet

e I endliches STACK-Alphabet

® go € @ Anfangszustand

e 7y C T Initialisierung des STACK
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Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge

e 3 endliches Eingabealphabet

e I endliches STACK-Alphabet

qo € @ Anfangszustand

Zo C T Initialisierung des STACK
§:Q x (XU{e}) xT' —2@xI" dh.
6(q,a,2) €{(¢,7) :q € Q,y € I'"} und
6(g:¢,2) € {(a,7) 1 ¢ € Q,v €T}
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Auftakt Lernziele Themen

0@0000000
Kellerautomat

Definition: Kellerautomat

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) K
besteht aus (Q, %, T, qo, Zo, 9, F'), wobei

e () endliche Zustandsmenge

e 3 endliches Eingabealphabet

e I endliches STACK-Alphabet

qo € @ Anfangszustand

Zo C T Initialisierung des STACK

§:Q x (ZU{e}) xT — 2% d.h.

6(q,a,Z) € {(¢g,7) : ¢ € @,y € T} und

6(g,e,Z) C{(a,7) 1 ¢ € Q,v €T}

F C Q Menge der akzeptierenden Endzustinde, F' = () ist
moglich.
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Kellerautomat

Ein Beispiel fiir einen Zustandsiibergang:
5(¢]0a a, S) = (qla AS)

Bedeutet:
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Kellerautomat

Kellerautomat

Ein Beispiel fiir einen Zustandsiibergang:
5(¢]0a a, S) = (qla AS)

Bedeutet:
e PDA ist im Zustand g,
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Kellerautomat

Kellerautomat

Ein Beispiel fiir einen Zustandsiibergang:
5(¢]0a a, S) = (qla AS)

Bedeutet:
e PDA ist im Zustand g,

o liest das Eingabezeichen a,
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Kellerautomat

Kellerautomat

Ein Beispiel fiir einen Zustandsiibergang:
5(¢]0a a, S) = (qla AS)

Bedeutet:
e PDA ist im Zustand qq,
o liest das Eingabezeichen a,
e liest das Stack-Element .S,
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Kellerautomat

Kellerautomat

Ein Beispiel fiir einen Zustandsiibergang:
5(¢]0a a, S) = (qla AS)

Bedeutet:

PDA ist im Zustand qq,
liest das Eingabezeichen a,
liest das Stack-Element S,

wechselt in den Zustand ¢; und

David Miinch Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 26 ‘
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Kellerautomat

Ein Beispiel fiir einen Zustandsiibergang:
5(¢]0a a, S) = (qla AS)

Bedeutet:

PDA ist im Zustand qq,
liest das Eingabezeichen a,
liest das Stack-Element S,

wechselt in den Zustand ¢; und
legt AS auf den Stack (A steht ganz oben)
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Kellerautomat

Arbeitsweise

Wie arbeitet ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat?

e Eingabewort w — Eingabeband. Lesekopf auf dem 1. Zeichen
von links
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Kellerautomat

Arbeitsweise

Wie arbeitet ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat?

e Eingabewort w — Eingabeband. Lesekopf auf dem 1. Zeichen
von links

e Im Zustand ¢; € Q liest der [N]PDA ein Zeichen a € ¥ vom
Eingabeband und das oberste Zeichen A € I' vom Stack
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Kellerautomat

Arbeitsweise

Wie arbeitet ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat?

e Eingabewort w — Eingabeband. Lesekopf auf dem 1. Zeichen
von links

e Im Zustand ¢; € Q liest der [N]PDA ein Zeichen a € ¥ vom
Eingabeband und das oberste Zeichen A € I' vom Stack

o Lesekopf wird eine Position nach rechts gefahren
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Kellerautomat

Arbeitsweise

Wie arbeitet ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat?

e Eingabewort w — Eingabeband. Lesekopf auf dem 1. Zeichen
von links

e Im Zustand ¢; € Q liest der [N]PDA ein Zeichen a € ¥ vom
Eingabeband und das oberste Zeichen A € I' vom Stack

o Lesekopf wird eine Position nach rechts gefahren

e oberstes Zeichen von Stack gelscht

David Miinch Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 27 ‘



Themen
[e]e]e] Jelelele]e)
Kellerautomat

Arbeitsweise

Wie arbeitet ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat?
e Eingabewort w — Eingabeband. Lesekopf auf dem 1. Zeichen
von links

e Im Zustand ¢; € Q liest der [N]PDA ein Zeichen a € ¥ vom
Eingabeband und das oberste Zeichen A € I' vom Stack

o Lesekopf wird eine Position nach rechts gefahren
e oberstes Zeichen von Stack gelscht

e abhingig von ¢;,a und A wechselt der [N]JPDA in den
Zustand ¢; € Q und schreibt B € I'* auf den Stack
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Kellerautomat

Arbeitsweise

Wie arbeitet ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat?

Eingabewort w — Eingabeband. Lesekopf auf dem 1. Zeichen
von links
Im Zustand ¢; € Q liest der [N]PDA ein Zeichen a € ¥ vom
Eingabeband und das oberste Zeichen A € I' vom Stack
Lesekopf wird eine Position nach rechts gefahren
oberstes Zeichen von Stack geléscht
abhangig von ¢;, a und A wechselt der [N]PDA in den
Zustand ¢; € Q und schreibt B € I'* auf den Stack
Terminierung, falls

e Stack ist leer oder Finalzustand wird erreicht = bisher

gelesenes Wort wird akzeptiert
e Kein Eingabesymbol mehr da = Wort wird nicht akzeptiert
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Kellerautomat

Beispiel 2

Gib fiir die Sprache L einen PDA an:

L={0"1"|n<m}
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Kellerautomat

Aufgabe 2

Gib fiir die Sprache L einen PDA an:

L={0"1"0" | n,m > 0}

David Miinch Tut Nr. 13 — Ub12, Kellerautomaten, Greibachnormalform 29 ‘



Themen
[e]e]e]e]e]e] le]e)

Kellerautomat

Satz: Chomsky-2 — Kellerautomat

Fiir eine Grammatik G in Greibach-Normalform kann ein PDA
konstruiert werden, der L(G) mit leerem STACK akzeptiert.
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Chomsky-2 — Kellerautomat

Wie konstruiere ich einen Kellerautomaten aus einer kontextfreien
Grammatik G = (V, X, S, R)?
Setze:
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Kellerautomat

Chomsky-2 — Kellerautomat

Wie konstruiere ich einen Kellerautomaten aus einer kontextfreien
Grammatik G = (V, X, S, R)?
Setze:

* Q:={q}
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Kellerautomat

Chomsky-2 — Kellerautomat

Wie konstruiere ich einen Kellerautomaten aus einer kontextfreien
Grammatik G = (V, X, S, R)?

Setze:
e Q:={qo}
e Y =)
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Themen
000000080
Kellerautomat

Chomsky-2 — Kellerautomat

Wie konstruiere ich einen Kellerautomaten aus einer kontextfreien
Grammatik G = (V, X, S, R)?

Setze:
e Q:={qo}
e X =3
e [':=V
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Kellerautomat

Chomsky-2 — Kellerautomat

Wie konstruiere ich einen Kellerautomaten aus einer kontextfreien
Grammatik G = (V, X, S, R)?

Setze:
° Q:={q}
LEDINEDY
o ' =V
o Zy:=S
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Kellerautomat

Chomsky-2 — Kellerautomat

Wie konstruiere ich einen Kellerautomaten aus einer kontextfreien
Grammatik G = (V, X, S, R)?

Setze:
e Q:={q}
LEDINEDY
o ' =V
o Zy:=S

* 3(q0, a, A) == {(q0, V) |(A — aa) € R}
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Kellerautomat

Aufgabe 3

Gegeben ist die kontextfreie Grammatik G = (V, %, S, R) mit
V ={S,A,B,C},%¥ = {a,b,c} und der Regelmenge R = {

S — aBC|bBBCC|aACCA
B — blaAB

A — a

C — ¢}

@ Gebe einen Kellerautomat C an, der gerade die von G
erzeugte Sprache akzeptiert.

@® Skizziere die Herleitung der Wortes w = baabbce in G und
gebe eine akzeptierende Berechnung von K fiir w an.
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?

e Greibach-Normalform erstellen
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
e Greibach-Normalform erstellen

e Kellerautomaten konstruieren
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Noch Fragen?
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Vorschau
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Vorschau

o Klausurwiederholung, daher bitte konkrete Wiinsche per Email
bis Freitag!
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Bis zum nachsten Mal

SIND DAS ANGeRA-PuL|oVer?
HENN DAS ANGoRA - PulLoVER SIND,

koMM Ich NicHT Mg WASSER!

1cH BIN ALLERGISCH AVF
ANGoRA |

\

/ (ST BAuMWoLLe:
ES T IS gmzwsiz

?aL'{’N‘":’ <BATY
\
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