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Organisatorisches

Email: muenchdavid@gmail.com
https://www.stud.uni-karlsruhe.de/~uhbro/

Tutorium 13: Mittwochs 8:00 Uhr - Raum -107
Tutorium 15: Mittwochs 9:45 Uhr - Raum -107

Ubungsblattabgabe Donnerstag.
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Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 4



Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?

e Pumping-/Odgen’s-Lemma fiir kfG anwenden
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Lernziele

Was wollen wir heute erreichen?

e Pumping-/Odgen’s-Lemma fiir kfG anwenden

e Algorithmus fiir nutzlose Symbole
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Themen
000000000000 0000

Ubungsblatt 11

Aufgabe 7

Gegeben sei die Grammatik G; = (£,V, S, R) mit ¥ = {a, b},
V ={S, A, B} und der Regelmenge R:

S — ad|e
A — aS|bB
B — bB|bVA.

@ Welchen Chomsky-Typ hat G17?

® Konstruiere einen nichtdeterministischen endlichen Automaten
fir L(G) mithilfe des Verfahrens aus dem Skript.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 7

® G, ist eine CH-3-Grammatik.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 7
® G, ist eine CH-3-Grammatik.
@® Wir konstruieren einen NEA NV = (Q, X, 4, qo, F') mit

Q = V={SAB}

@0 = S

F = {AeV|(A—¢e)e R} ={S}und
0(A,a) = {B|(A—aB)ec R}

Die Ubergangsfunktion § ist gegeben durch:
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Auftakt Lernziele Themen
€0000000000000000

Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

Gegeben sei die Grammatik G = (X,V, S, R) mit ¥ = {a, ¢, d},
V ={A,B,C,D,S} und folgender Regelmenge R:

S — AlaB|aC
A — B|C|cAd
B — S|Bale
C — Djc

D — d|dDD

@ Welchen Chomsky-Typ hat G2?
(2] Uberfiihre G5 in Chomsky-Normalform.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

® G4 ist eine CH-2-Grammatik.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

® G4 ist eine CH-2-Grammatik.

® 1. Schritt:

Alle Regeln enthalten auf der rechten Seite nur Symbole aus
V' oder nur ein Symbol aus ..

ST Aawe wm

Yq

—

Lol

—

A|Y,B|Y,C
B[ C|Y.AYy
S|BY, |¢e
D Y.

Yy | YaDD
a

c

d
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

2. Schritt:

Alle rechten Seiten haben Lange < 2.
S —
A —
B —
C —
D —
cC; —
Cy —
Y, —
Y, —

b.<
!

A|Y,B|Y,C
B|C Y.y
S| BY, |e¢
DY,

Yy | YaCo
AYy

DD

a

c
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

3. Schritt:

Es kommen keine Regeln A — £ vor. Berechne
V' ={AcV|AZL e} ={A, B,S}. Wir streichen die Regel
B — € und fiihren als neue Regeln S — Y,, B — Y,,C7 — Yj ein.

S —
A —
B —
Cc —
D —
i, —
Cy, —
Y, —

A|Y,B|Y,C|Y,
B|C|Y.Ch

S| BY,|Ya
D|Y.

Yy | YaCo
AY, | Ya

DD

x //r=a,b,c

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 10 ‘



Themen
000000@000000000000

Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

4. Schritt:

Ersetzung aller Kettenregeln A — B.

Es gibt nur einen Kreis: S — A — B — S mit beteiligten Regeln
S— A A— B,B—S.

Diese Regeln werden geléscht und alle Vorkommen von S, A, B in
allen Regeln werden durch S ersetzt.

Wir erhalten die Regelmenge:
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

S — S|Y,S|Y.C|Y,
S — S|C|Y.Ch

S — S|SY,|Ya

c - DIV,

D — Y;|Y3C

C, — SY;|Yy

Cy — DD

Y, — a

Y. — ¢

Y, — d
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

Nach Léschen aller Regeln der Form S — S erhalten wir dann:

S — YuS|Y.C|Y.|C|Y.Cy|SY,
¢ - DIV

D — Y3|YyC

C, — SYi|Yy

Cy — DD

Y, — a

Y. — ¢

Y, —
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

Topologisches Sortieren der verbleibenden an Kettenregeln
beteiligten Variablen liefert z.B. die Reihenfolge der Variablen
S,C,Y,,D,Cq,Y., Y, Wir verarbeiten die Regeln in umgekehrter
Reihenfolge und ersetzen Kettenregeln.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

S = YuS|YaCla|d|YaCy|c|YeCr|SY,
C — d|YyCsy|ec
D — d|Y4C
C, — SYy|d
Cy — DD
Y., — a
Y. — ¢
Y, —

Diese Regelmenge ist in Chomsky-Normalform.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 8

Zum Schluss miissen wir die Grammatik noch ergdnzen durch die
Regeln S” — ¢ und S” — S fiir ein neues Startsymbol S/, da die
urspriingliche Grammatik die Ableitung S = ¢ zulisst.
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Auftakt Themen
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 9

Gegeben sei die Grammatik G3 = (X,V, S, R) mit ¥ = {a,b} und
V ={A,B, S, X}. Die Regelmenge R sei gegeben durch:

S — AX|AB
X — SB

A — a

B — b

@ Lasst sich der CYK-Algorithmus auf GG3 anwenden? Begriinde
Deine Antwort.

® Priife mithilfe des CYK-Algorithmus, ob das Wort aabb in

L(G) liegt, nachdem G gegebenenfalls so angepasst wurde,

dass der Algorithmus anwendbar ist.
Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 17
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 9

@ Der CYK-Algorithmus ldsst sich auf G3 anwenden, da G eine
kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform ist.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 9

@ Der CYK-Algorithmus ldsst sich auf G3 anwenden, da G eine
kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform ist.

® Die Grammatik muss also nicht modifiziert werden. Die
Mengen V;; berechnen sich wie folgt:

Viir={A} Vi2=10 Viz=10 Vig = {S}
Vag = {A} Va3 ={S} Vo= {X}

Vaz ={B} V34 =10

Vig = {B}

Vo4 etwa enthilt X, weil G5 die Regel X — SB enthélt und
S € Va3 sowie B € Vyy gilt. Da Vi4 S enthilt, ist das Wort in
L(Gs).
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 10

Gegeben sei die Grammatik G4 = (X,V, S, R) mit
¥»=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,—,-,/} und V = {S, Z}. R sei
durch die folgenden Ableitungsregeln in Chomsky-Normalform
gegeben:

S — S4+S5[5-5|5-5|8/8|Z

Z — 0]1|2|3]4|5]|6|7|8]9|0Z|1Z|2Z|3Z|4Z|5Z|6Z
a)

Bestimme einen Ableitungsbaum des Wortes 100 — 23 + 57/4. Ist

die Grammatik eindeutig oder inhdrent mehrdeutig? Begriinde
deine Antwort.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 10

b)

Welchen Chomsky-Typ hat G4, welchen L(G4)? Gib eine
entsprechende Grammatik fiir L(G4) an, falls sich die
Chomsky-Typen von L(G4) und G4 unterscheiden.

c)

Welchen Chomsky-Typ hat L(G4), wenn die erste Regel in R
durch die Regel

S (S+8)|(S—S)|S-S|S/S |z

ersetzt wird? Begriinde Deine Antwort.
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Ubungsblatt 11

Augabe 10
a)

Gy ist inhdrent mehrdeutig, da es mehrere Syntaxbdume fiir das
gegebene Wort gibt .
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Ubungsblatt 11

Augabe 10

b)

Gy ist eine Chomsky-2-Grammatik. L(Gy) ist allerdings eine
reguldre Sprache, die auch durch die folgende (rechtslineare)
Chomsky-3-Grammatik beschrieben wird.

S — 0Z|1Z]---|9Z|0S|1S]| ---|9S
Z — +S|-S|-S|/S|OE|---|9E
EF — ¢
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Ubungsblatt 11

Augabe 10

c)

Nach Ersetzung der ersten Regel ist L(G4) nicht mehr regular, da
sich Ausdriicke mit korrekter Klammerstruktur wie z.B.

((3+4) —8) - (1+2) bilden lassen. Die Sprache der korrekten
Klammerausdriicke ist nicht regulir (siehe Ubung). Die reguliren
Sprachen sind aber genau die Sprachen, fiir die es eine
Chomsky-3-Grammatik gibt. Daher kann es fiir L(G4) mit der
modifizierten Grammatik keine Chomsky-3-Grammatik geben. Da
L(G4) durch eine Chomsky-2-Grammatik beschrieben wird, ist
L(G4) nach Modifikation von G4 also kontextfrei.
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Pumping-Lemma

Definition: Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so
dass sich jedes Wort z € L mit |z| > n so als z = uvwzy
schreiben l3sst, dass |vz| > 1, |[vwz| < n und fir alle i > 0 das

Wort uviwazly € L ist.
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(o] le]

Pumping-Lemma

Zeige mithilfe des Pumping-Lemmas, dass L = {a’b’c‘|i > 1} nicht
kontextfrei ist.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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Themen

ooe

Pumping-Lemma

Aufgabe 1

Zeige mithilfe des Pumping-Lemmas, dass L = {a’b/c'd’|i,j > 1}
nicht kontextfrei ist.
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[ Jele]

Ogden’s Lemma

Definition: Ogden's Lemma

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so
dass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n gilt: Wenn wir in z
mindestens n Buchstaben markieren, so lasst sich z so als

z = uvwxy schreiben, dass von den mindestens n markierten
Buchstaben mindestens einer zu va gehort und hdchstens n zu
vwz gehdren und fiir alle i > 0 das Wort uviwaly € L ist.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 27 ‘



Themen

(o] le]

Ogden’s Lemma

Zeige, dass L = {a'b’a*|i # 0 = j = max{i,k}} nicht kontextfrei
ist.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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ooe

Ogden’s Lemma

Aufgabe 2

Zeige mithilfe von Ogden's Lemma, dass
L = {w0'w|w € {0,1}*,0 < i} nicht kontextfrei ist.
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Endliche CH-2 Grammatik

Definition: Nutzlose Variablen

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Eine Variable A heisst nutzlos,
falls es keine Ableitung S = w gibt, w € ¥* , in der A vorkommt.
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Endliche CH-2 Grammatik

Aufgabe 3

Enthilt die folgende Grammatik G = (V, %, S, R) mit
V={AB,C,S} ¥={a,b}und R={

AB|CA,
a,
BO|AB,
aBlb

1Ll

Qe W»

}

nutzlose Symbole?
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
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0000000000000
Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
® Berechnung von V/ C V mit A € V'’ genau dann wenn es
w e Y gibt mit A 5 w.
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0000000000000

Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
® Berechnung von V/ C V mit A € V'’ genau dann wenn es
w e Y gibt mit A 5 w.
o Erstelle V! = () und eine Queue Q = 0.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 32 ‘



Themen

0000000000000

Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
® Berechnung von V/ C V mit A € V'’ genau dann wenn es
w e Y gibt mit A 5 w.

o Erstelle V! = () und eine Queue Q = 0.
e Firalle Ac Vmit A— w,weX* setze @Q=V'=V'U{A4}

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen

32 |



Themen
0000000000000

Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
® Berechnung von V/ C V mit A € V'’ genau dann wenn es
w e Y gibt mit A 5 w.

o Erstelle V! = () und eine Queue Q = 0.
e Firalle Ac Vmit A— w,weX* setze @Q=V'=V'U{A4}
e Fiiralle A€ Q:

e Ersetze B — aAB mit B — aw( durch Anwenden der Regel
A—-w,a fe(VUD)*, weX”.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
® Berechnung von V/ C V mit A € V'’ genau dann wenn es
w e Y gibt mit A 5 w.
o Erstelle V! = () und eine Queue Q = 0.

e Firalle Ac Vmit A— w,weX* setze @Q=V'=V'U{A4}
e Fiiralle A€ Q:

e Ersetze B — aAB mit B — aw( durch Anwenden der Regel
A—-w,a fe(VUD)*, weX”.
e Exisitert nun B — w’ mit w’ € ¥*, fiige B in Q und V' ein.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 32 ‘



Themen
0000000000000

Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?
® Berechnung von V/ C V mit A € V'’ genau dann wenn es
w e Y gibt mit A 5 w.
Erstelle V' = 0 und eine Queue Q = 0.
Firalle Ac V mit A— w, we X" setze Q=V'=V'U{A4}
Fiir alle A € Q:
e Ersetze B — aAB mit B — aw( durch Anwenden der Regel
A—-w,a fe(VUD)*, weX”.
e Exisitert nun B — w’ mit w’ € ¥*, fiige B in Q und V' ein.
Wenn @Q = 0, dann weiter mit 2. Falls jedoch S ¢ V': alle
Variablen nutzlos.
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?

@® Berechnung von V" C V' aller A € V', fiir die es a,
B € (V'UX)* gibt, sodass eine Ableitung S — aAf existiert,
oder A=S5.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 33 ‘



Themen
000@000000000

Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?

@® Berechnung von V" C V' aller A € V', fiir die es a,
B € (V'UX)* gibt, sodass eine Ableitung S — aAf existiert,

oder A=S.
o Fiige zu allen Regeln S — aAf mit o, B € (V/UX)*, AeV’
, Ain V" ein.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?

@® Berechnung von V" C V' aller A € V', fiir die es a,
B € (V'UX)* gibt, sodass eine Ableitung S — aAf existiert,

oder A=S5.
e Fiige zu allen Regeln S — aAf mit o, B (V'UX)*, AeV’
, Ain V" ein.

e Fiir jedes in V" eingefiigte A mit A — aBg, «, f € (V' UX)*
und B € V' fiige auch B in V" ein usw.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 33 ‘
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie erkennen wir nutzlose Variablen?

@® Berechnung von V" C V' aller A € V', fiir die es a,
B € (V'UX)* gibt, sodass eine Ableitung S — aAf existiert,

oder A=S5.
e Fiige zu allen Regeln S — aAf mit o, B (V'UX)*, AeV’
, Ain V" ein.

e Fiir jedes in V" eingefiigte A mit A — aBg, «, f € (V' UX)*
und B € V' fiige auch B in V" ein usw.

©® V" sind die niitzlichen Variablen
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Endliche CH-2 Grammatik

Satz: Endlichkeit kontextfreier Grammatiken

Fiir eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit)
entschieden werden, ob L(G) endlich ist.
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Endliche CH-2 Grammatik

Aufgabe 4

Ist die von der Grammatik G = (V, X, S, R) mit V = {4, B,C, S},
Y ={a,b} und R={

AB|CA,
a,
BO|AB,
aBlb

1Ll

Qe W»

}

erzeugte Sprache endlich? Begriinde Deine Antwort.
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie kann gepfriift werden, ob G = (V, X, S, R) endlich ist?

e Nutzlose Variablen entfernen.
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie kann gepfriift werden, ob G = (V, X, S, R) endlich ist?
e Nutzlose Variablen entfernen.

e Chomsky-Normalform erzeugen

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 36 ‘
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie kann gepfriift werden, ob G = (V, X, S, R) endlich ist?
e Nutzlose Variablen entfernen.
e Chomsky-Normalform erzeugen
e Konstruiere Graph aus der Regelmenge

e Knoten :=V
e Kante zwischen Knoten A, B genau dann, wenn es eine

Produktion gibt mit A — CB oder A — BC, A,B,C €V.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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Endliche CH-2 Grammatik

Wie kann gepfriift werden, ob G = (V, X, S, R) endlich ist?
e Nutzlose Variablen entfernen.

e Chomsky-Normalform erzeugen
e Konstruiere Graph aus der Regelmenge

e Knoten :=V
e Kante zwischen Knoten A, B genau dann, wenn es eine
Produktion gibt mit A — CB oder A — BC, A,B,C €V.

e Suche im Graph nach Kreisen, falls keine vorhanden = G ist
endlich.

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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Endliche CH-2 Grammatik

Warum muss man die nutzlosen Variablen entfernen, bevor man
den Graph aufstellen kann?
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Endliche CH-2 Grammatik

Warum muss man die nutzlosen Variablen entfernen, bevor man
den Graph aufstellen kann?

e es gibt keine Ableitungen, die die nutzlosen Variablen
enthalten

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen 37 ‘
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Endliche CH-2 Grammatik

Warum muss man die nutzlosen Variablen entfernen, bevor man
den Graph aufstellen kann?

e es gibt keine Ableitungen, die die nutzlosen Variablen
enthalten

e nutzlose Variablen kénnen Kreise erzeugen (siehe obige
Grammatik)
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Endliche CH-2 Grammatik

Uberraschungsaufgabe

Gegeben ist eine Schaltfunktion f(s3,s2,s1,s0), die genau dann 1
ist, wenn die Dualzahl s352s51505 eine Primzahl ist.

Realisiere mit einem 3-MUX.

Das Problem ist dabei, dass die Funktion f vier Parameter hat,
aber nur drei Steuersignale zur Verfiigung stehen.
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Endliche CH-2 Grammatik

1. Wahrheitstafel von f aufstellen
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Endliche CH-2 Grammatik

2. praktische Realisierung

So0———1
S30—n |

I\

—oa
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Endliche CH-2 Grammatik

3. neue Wahrheitstafel aufstellen

s2 |8 [ s | a
o [0 |o |o
o [o |1 |o
o |1 [o |[Ss
o [1 |1 |1
1 o |o Jo
1 o [1 |1
1 |1 |o Jo
1 |1 |1 |Ss
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Themen
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Endliche CH-2 Grammatik

4. Schaltbild

3-MUX
S O—G1

s,0— G2

8,0——1G3

s,0—— 1 [
1723
1153
A 123
1/2/3
11213
11213
123
—11/203

V1,23—0a
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?

e Pumping-/Odgen’s-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
e Pumping-/Odgen’s-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

e nutzlose Variablen entfernen
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Reflexion

Was haben wir heute gelernt?
e Pumping-/Odgen’s-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
e nutzlose Variablen entfernen

e Entscheidbare Probleme fiir kontextfreie Sprachen

David Miinch Tut Nr. 12 — Ub11, kontextfreie Sprachen
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Abspann

Noch Fragen?
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Vorschau
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Abspann



Vorschau

e Kellerautomaten
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Abspann



Vorschau

e Kellerautomaten

e evt. Klausurwiederholung, daher bitte konkrete Wiinsche per
Email!
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Bis zum nachsten Mal

UND DAS PASSIERT,
WENN MAN Von unS
WiTze [CLAGT.
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