Tutorien-Ubungsblatt 9

Aufgabe 1

Gegeben sind die folgenden Probleme:

PARTITION:
Gegeben: Natirliche Zahlen aq, ...,a, € N (n € N)
Gesucht: Gibt es eine Teilmenge J C {1,...,n} mit >ooa; = Sa?

1<i<n,i€J 1<i<n,i¢J

BIN PACKING:
Gegeben: Eine Behiltergrofie b € N, die Anzahl der Behélter k£ € N und Objekte ay, ..., a,, (n € N) mit
a; € Nja; <bfiir allei € {1,...,n}
Gesucht: Konnen die n Objekte so auf die k Behélter verteilt werden, dass kein Behélter iiberbeladen ist?
(Das heifit: Existiert eine Abbildung f : {1,...,n} — {1,...,k}, sodass fiir alle j € {1, ..., k} gilt:
Z a; S b?)

1<i<k, f(i)=j

1. Zeigen Sie, dass BIN PACKING N P-hart ist, wobei PARTITION als N P-vollstindig vorausgesetzt werden
darf!

2. Gegeben seien die Objekte der PARTITION-Probleminstanz (a1, ag, as, a4, as,a6) = (1,1,2,3,4,5). Zeigen
oder widerlegen Sie, ob das transformierte und das urspriingliche Problem eine Losung besitzen!

Aufgabe 2

Gehen Sie bei dieser Aufgabe durchweg von der Annahme P # NP aus. Sie kénnen Aussagen verwenden, die in
Vorlesung oder Ubung gezeigt/behandelt wurden.

1. Problem: 4-COLOR

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)

Gesucht: Gibt es eine Farbung der Knoten V| sodass je zwei durch eine Kante aus E miteinander
verbundene Knoten unterschiedlich geféirbt sind, wenn nur vier unterschiedliche Farben zur
Verfiigung stehen?

Zeigen Sie, dass 4-COLOR N P-vollstindig ist!

Hinweis: Es kann hilfreich sein, wenn Sie die N'P- Vollstéindigkeit des Dreifirbbarkeitsproblems

3-COLOR verwenden.

2. Es ist bekannt, dass sowohl das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik SAT als auch 3-SAT, das
Erfiillbarkeitsproblem mit Beschrinkung auf Klauseln mit nur 3 Literalen, N P-vollstindig sind.
Das Problem 3-CLIQUE ist wie folgt definiert:

Problem: 3-CLIQUE
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)
Gesucht: Gibt es eine Clique (vollstéindig verbundener Teilgraph) der Grofle 3 in G7

Zeigen Sie, dass 3-CLIQUE nicht NP-vollstindig ist!

Aufgabe 3

Beweisen Sie folgende Aussagen:

1. Die Klasse NP ist unter Schnittbildung abgeschlossen.

2. Die Klasse NP ist unter Vereinigung abgeschlossen.

Dabei nehmen wir an, dass alle Sprachen iiber dem biniiren Alphabet 3 = {0, 1} definiert sind.



Losung zu Aufgabe 1

1. Hierzu wird die Reduktion PARTITION<,BIN PACKING benutzt:

Behiltergrofie: b:= > a;/2
i=1
(a1, ey an) = Behélteranzahl: k := 2
Objekte: (aty .oy ap)
Falls eine Losung des PARTITION-Problems existiert, dann gibt es nach Definition eine Teilmenge J C {1,...,n}
mit > a; = > a;. Dann folgt:
1<i<n,ieJ 1<i<n,i¢J
n n
SNa= > ait+ > a4, =2x > a= Y, ai=Ya/2=b= >
i=1 1<i<n,ieJ 1<i<n,ig¢J 1<i<n,i€J 1<i<n,ieJ i=1 1<i<n,ig.J

Man kann also die Objekte zur Indexmenge J in den ersten der beiden Behélter tun, der dann vollsténdig gefiillt
ist, und die restlichen Objekte in den anderen Behilter. Diese Reduktion ist polynomial, ihr Aufwand ist O(n).

2. Fiir die Objekte des BIN PACKING-Problems kann man eine Losung finden, wenn man wie oben die Abbildung
6
anwendet: k = 2,0 =Y a;/2=(1+14+2+3+4+5)/2 =8. Somit ist das BIN PACKING-Problem mit der

i=1
Indexmenge J = {1,4,5} gelost, denn = >>  a;=143+4=8=bund >, a;=14+2+5=8=10.Die
1<i<n,ieJ 1<i<n,i¢J
urspriingliche Probleminstanz fiir PARTITION besitzt damit auch eine Losung, ndmlich die Indexmenge J.

Losung zu Aufgabe 2

1. Zunichst einmal macht man sich klar, dass 4-COLOR in NP liegt. Das ist der Fall, denn rit man eine Firbung
der Knoten, dann ist die Korrektheit der Farbung in O(|E|) Schritten verifizierbar, indem man schlicht iiber alle
Kanten iteriert und iiberpriift, ob die Endknoten unterschiedlich gefirbt sind.
4-COLOR ist N'P-hart, denn wir kénnen 3-COLOR auf 4-COLOR reduzieren. Sei I eine Instanz von 3-COLOR
mit G = (V, E). Die Idee der Reduktion ist, einen weiteren Knoten zu V' hinzuzufiigen, der eine der 4 Farben von
4-COLOR zwingend “verbraucht”, dass kein weiterer Knoten dieselbe Farbe haben darf. Dazu verbindet man
ihn einfach mit allen Knoten in V. Die 4-COLOR Instanz I’ hat also G’ = (VU {v'}, EU {(v,?") | v € V}). Ist
G dreifirbbar, so behalten wir die Farbung der Knoten von G in G’ bei und firben v’ in der vierten Farbe, G’
ist dann also vierfarbbar. Ist G’ vierfirbbar, so hat kein anderer Knoten die selbe Farbe wie v/, da v’ mit allen
anderen Knoten verbunden ist. Durch Entfernen von v’ aus G’ erhélt man somit eine korrekte Dreifirbung von
G, G ist also dreifdrbbar.

2. Wir geben einen Algorithmus an, der 3-CLIQUE in Polynomialzeit entscheidet. Da wir in dieser Aufgabe von
der Annahme P # NP ausgehen, kann 3-CLIQUE nicht AP-vollstindig sein, denn sonst wire P = N'P. Das
CLIQUE-Problem gehort zu den “fixed parameter tractable”- Problemen. Das heift, ist die Grofle einer Clique
fest vorgegeben, in diesem Fall 3, so ist das zugehorige Entscheidungsproblem in Polynomialzeit losbar. Der
Algorithmus verfolgt dabei schlicht den Brute-Force-Ansatz: Man betrachtet alle Tripel von Knoten und testet,
ob diese eine Dreierclique bilden. Ist nach durchlaufen aller Tripel eine Dreierclique gefunden, so gibt man als
Ausgabe “JA” aus, ansonsten “NEIN”. Es gibt insgesamt (“g') Tripel von Knoten, daher ist der Aufwand des

Algorithmus im wesentlichen O((“gl)) = O(|V|?), was polynomial in der Eingabe ist.

Losung zu Aufgabe 3

1. Seien Ry, Ry, die zu den N'P-Sprachen L;, Ly gehdrenden, polynomiell entscheidbaren Zeugenrelationen. Dann
ist

Rr,np, == {(z, (w1, w2)) | (x,w1) € Rp, A (z,w2) € R, }
eine zu Ly N Lo gehorende, polynomiell entscheidbare Zeugenrelation, denn es gilt:

re€liNLy ©xeliNzx €l
< Jwy,wy : (x,wy) € Ry, A (z,w2) € Ry,
<3 (wlan) : (I7 (’LU17U)2)) € RL1QL2



2. Analog ist
RL1UL2 = {(l‘, (w17w2)) | (xawl) € RLI \ (xan) € RLz}
eine zu Ly U Lo gehorende, polynomiell entscheidbare Zeugenrelation, denn es gilt:

reliULy, &©xeli{Vaxe€lLs
< Jwy,wy: (z,w1) € Rp, V (z,w3) € Ry,
& 3 (wi,we) @ (v, (w1, w2)) € Rr,uL,



