Tutorien-Ubungsblatt 12

Aufgabe 1

Gegeben sei ein bindrer Kanal mit Sender X und Empfianger Y, genannt Z-Kanal, durch die folgende Matrix:
0= < PY=0X=0) PY=0X=1) ) _ ( 1 05 >
PY=1X=0) PY=1X=1) 0 05
Bestimmen Sie die Kanalkapazitét!
Hinweis: Sie kénnen dabei folgendes verwenden:

logyz 1
de  x-lnb

Aufgabe 2

Sei C ein bindrer Code, der durch die folgende Generatormatrix gegeben ist:
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Dekodieren Sie die folgenden empfangenen Worter!
lwy=(1 1 01 0 1 1)
22wy=(0 1 1 0 1 1 1)
3wg=(0 1 1 1 0 0 0)

Aufgabe 3

Gegeben sei der [7,4]-Hamming-Code Cy mit der Erzeugermatrix
110
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0 0

und der Priifmatrix
000 1 111
H = 01 1 0 0 1 1
1 01 01 0 1

Dekodieren Sie die folgenden empfangenen Worter!

w=(0 00 1 1 1 1)
wy=(1 100 1 1 1)
3ws=(1 1100 0 0)
4 wg=(0 11 1 11 1)



Losung zu Aufgabe 1
Die Kanalkapazitit wird berechnet durch: C' = max I(X;Y)= m(a%(I(X; Y)
p(x
Weil es sich um einen binéren Kanal handelt, gilt P(X = 0) = p und P(X = 1) = 1—p fiir eine feste Wahrscheinlichkeit
p € R0 < p <1 beziiglich einer entsprechenden Quelle X.

Da;r(lygﬂ:t'o):P(Xzo PY=0X=0)+P(X=1)-PY=0X=1)=p-1+(1—p)-05=05-(1+p)
PY=1)=P(X=0)-P(Y=1X=0)+P(X=1)-P(Y =1|X =1)=p-0+(1—p)-0.5=0.5-(1—p)
3. H(Y)=—(P(Y =0)-log, P(Y =0) + P(Y =1) -log, P(Y = 1)) =

(=0.5) - (1+p)- logz (0.5 (1+p)) + (=0.5) - (L —p) -logy (0.5- (1 —p))

4. H(Y|X =0) = —(P(Y = 0]X =0)-log, P(Y = 0|X = 0) + P(Y = 1|X = 0) -log, P(Y = 1|X = 0)) =

—(1-logy14+0-1log,0) =0

5 HY|X=1)=—(P(Y =0/X=1)-logo PY =0 X=1)+ PY =1X=1) - log, P(Y =1|X =1)) =

—(0.5-10og, 0.5+ 0.5 - log, 0.5) =1

6. HY|X)=P(X=0)-HY|X=0+PX=1)-HY|X=1)=p-04+(1—p)-1=1—p
7.1(X;Y)=H(Y)-HY|X)=(-05)-(1+p)-logy (0.5-(1+p))+(—0.5)- (1 —p)-log, (0.5-(1—p))—1+p
Damit gilt nun C' = max I(X;Y) und wir kénnen iiber die Ableitung von I(X;Y’) nach p den Wert fiir p finden, fiir
den I(X;Y) maximal \I;vird.

I/(X Y) dI(;;Y)

(—0.5)-10g2(0.5-(1+p))+(—0.5)-(1+p)-m 0.5+

0.5-1ogy (0.5 (1 = p)) + (=0.5) - (1 = p) - gerpymz - (-05) +1=

0.5 (logy (0.5 (1 = p)) —logy (0.5 (14 p))) + (—0.5) - (35 — 125) + 1=

0.5- log2(1+p)+1

I'(X;Y)=0=05-log, (172) +1=0=log, (52) = 2= 72 =025 =1-p=0254+025-p=p = 0.6

Durch Einsetzen von p = 0.6 in I(X;Y") ergibt sich dann:
C = (-0.8) - log, 0.8 + (—0.2) - log, 0.2 — 0.4 = 0.322 bit

Losung zu Aufgabe 2

Aufgrund der Tatsache, dass es sich um einen systematischen Code handelt, wie man an der Teilmatrix I, der Gene-
ratormatrix G erkennen kann, kann man die drei Priifgleichungen direkt aus G ablesen. Sie lauten fiir ein Codewort
ceCcC Fg:

l.ci +co+c5 =51
2. 63+C4+C6:$2
3.c1+co+c3+cy+c7 =583

Daraus kann nun die Kontrollmatrix bilden:
1 1.0 01 00

H=|0 0 1 1 0 1 0
1 1.1 1 0 0 1

Nun kann man fiir ein empfangenes Wort w iiber die Gleichung Hw” = s7 das Syndrom s = (s; sy s3) bestimmen.
Gilt s = (0 0 0), so geht man von einer korrekten Ubertragung aus. Gllt s 7é (0 0 0), so geht man zunéchst von einem
1-Bit-Fehler aus und vergleicht s” mit den Spalten der Kontrollmatrix. Bei einer eindeutigen Ubereinstimmung kann
das fehlerhafte Bit korrigiert werden. Bei mehreren Ubereinstimmungen ist dann eine Korrektur nicht mehr maglich.
Bei keiner Ubereinstimmung liegt dann ein Mehr-Bit-Fehler vor und man muss dann Spaltensummen fiir den Vergleich
verwenden.

1. Das Syndrom lautet (0 0 0), das Codewort wurde also korrekt iibertragen und die Originalnachricht lautet
(1101).

2. Das Syndrom lautet (0 0 1), das Codewort hat damit einen Fehler in Bit 7 und die Originalnachricht lautet
(0110).

3. Das Syndrom lautet (1 0 1), das Codewort hat damit einen Fehler in Bit 1 oder in Bit 2. Bei einem Fehler
in Bit 1 lautet die Originalnachricht (1 1 1 1), bei einem Fehler in Bit 2 lautet sie (00 1 1).



Losung zu Aufgabe 3

1. Das Syndrom lautet (0 0 0), das Codewort wurde also korrekt iibertragen und die Originalnachricht lautet
(0111).

2. Das Syndrom lautet (1 1 1), das Codewort hat damit einen Fehler in Bit 7 und die Originalnachricht lautet
(0110).

3. Das Syndrom lautet (0 0 0), das Codewort wurde also korrekt iibertragen und die Originalnachricht lautet
(1000).

4. Das Syndrom lautet (0 0 1), das Codewort hat damit einen Fehler in Bit 1 und die Originalnachricht lautet
(1111).



